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在线优化与博弈论

摘要：当前，在线优化和博弈论都是机器学习中关于决策方向的热点研究内容。具体

来说，在线优化研究的是单个个体在未来信息不可知情况下的序列决策方法，可以应

用的场景为：改变的环境，信息不可知，求解近似最优，或者要求鲁棒性高的情况。

博弈论研究的是许多个体之间策略相关的互动；很多种类的博弈（重复博弈、不完全

信息博弈、不完美信息博弈）都可以和在线优化结合。本文首先回顾在线优化和博弈

论的基本设定和经典方法，然后着重介绍最近几年在线优化和博弈论结合的研究：求

解更宽松的的均衡，求解不完全信息的静态重复博弈，在线优化与公平性，研究重复

博弈的最终状态(last iterate)，求解不完美信息的动态博弈，机制设计，复杂性与可学

性理论。接着指出在线优化和博弈论实际上是个体在信息受限的情况下决策的两种主

要方法，最后提出对在线优化和博弈论结合未来发展趋势的设想。
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1. 在线优化与博弈论概述

1.1.研究背景

这一部分我们简要介绍在线优化和博弈论这两个研究领域的基本设定、建模分类、

方法分类，以及将在线优化和博弈论结合的原因和意义。

1.1.1 博弈论

金融市场、劳动力市场、社会团体之间存在大量个体之间的交互，最终的收益取

决于所有个体的决策；因此单个个体的收益不仅仅取决于个体的决策，也取决于其他

个体的决策。博弈论研究的就是这类情境下的决策方法。

具体来说，博弈论研究的是许多个体之间的互动，其中个体的策略是相互依赖的。

值得注意的是，博弈不仅仅存在于对立或者部分对立的情景，也存在于合作的情景。

对于合作的情景，个体的最优策略取决于对其他个体策略的判断。博弈的分类有很多

种，这里只介绍和本文相关的：

1. 按照行动的先后次序：静态博弈，动态博弈（动作有先后顺序）

2. 按照博弈的次数：单次博弈，有限多次博弈，无限重复博弈

3. 按照参与人之间状态信息的知晓程度：完全信息博弈，不完全信息博弈（参与



者不完全知道其他人的收益矩阵）；完美信息博弈，不完美信息博弈（不是所有的博

弈参与者都完全知晓他行动前的博弈过程和历史）。

博弈的结果往往是一个稳态——这个稳态中没有人愿意主动改变，这种稳态被称

作均衡。纳什均衡指的就是博弈的各方陷入一个局面：没有任何一个个体可以通过仅

仅改变自身行为获得额外收益。纳什均衡是博弈论中的基础概念，每一个有限博弈至

少存在一个纳什均衡。但是求解纳什均衡仍然是很有挑战性的难题。目前已知的是求

解一般的两、三、四人博弈纳什均衡均是 PPAD Hard问题（不可解，除非 P=NP），

但求解多人（五人及以上）纳什均衡是否仍是 PPAD Hard问题还不确定。因此，求解

复杂博弈的纳什均衡是不现实的。很多研究转而求解近似纳什均衡，但相关进展缓慢。

纳什均衡只是博弈中的稳态，它并不意味着就具备了我们希望的所有性质——比

如社会福利最大化、个体诚信。因此机制设计（比如第一价格拍卖、第二价格拍卖）

是博弈论的另一大块拼图——设计博弈的规则，使得各个参与者在达到纳什均衡的同

时能够达到设计者所设定的目标。

以上所描述的内容均可和在线优化结合。接下来简要介绍一下在线优化。

1.1.2 在线优化

在线优化研究的是在有限信息下做出决策，希望与获得全部信息的情况下做出的

决策差距不那么大。主要衡量指标是遗憾（Regret），通常定义如下[19]，表示 T 的

时间长度内，环境不断变化（函数ft()可以随着 t的改变而改变），我们使用 A算法

付出的代价，和理论上最小代价的差值的上界：

Regret 是一种 worst-case 指标，关注的是最坏情况下算法的性能。常见的在线优

化算法有[19]：Hedge（或者说Multiplicative Weights，零阶算法），在线梯度下降（一

阶算法），在线镜像梯度下降（Online Mirror Descent，一阶算法），跟随领导者

（Regularized Follow The Leader，RFTL，一阶算法）， 在线牛顿法（二阶算法），

Regret-Matching[22]；这里备注的阶数是说反馈信息中包含的函数ft()的几阶导数。上

面的在线优化算法默认是单次反馈信息是完全的（也就是我们知道函数ft()在所有合

法输入下的值），但要是反馈信息是不完全的（也就是我们知道函数ft()在某些输入

下的值），就催生了另一大流派的算法——bandit 算法，比如 EXP3、UCB（强化学



习中常用）。这两类方法是近二十年机器学习理论中较为火热的研究内容。

在线优化算法可以在很多实际场景中得到应用，比如金融市场中股票购买方案，

专家系统决策方法。若将适用范围限制在机器学习，在线优化算法主要是可以在机器

学习中承担一个基础组件——优化算法。不仅仅是神经网络中直接使用在线优化算法

训练神经网络，在线优化可以应用于更广泛的机器学习领域：比如一类著名的算法—

—Boosting（例如 AdaBoost）。这类算法刻画的是如何将一个弱学习器提升为（或者

说优化为）强学习器的过程，而这个“提升过程”可以由任意一种在线凸优化算法完

成[19]，对某些 Boosting算法的改进也可以从其使用的在线凸优化算法入手。

机器学习领域中，在线优化受到关注的原因有两个：一个是“在线”的这种设定

和符合大量现实情况（比如信息在交互中逐渐被揭晓），另一个是其具备的强大的理

论保证。每一个在线算法都对应着一个 Regret，这个 Regret就告诉了决策者在线优化

算法的性能最差到什么程度。这种理论保证是神经网络这种目前主流范式严重缺乏的。

虽然目前在线优化算法基本上只能处理凸函数的情况，但是在一些设定比较清晰和简

单的情景，在线优化算法可以取得还不错的效果。如何将在线优化算法推广到非凸的

情况、乃至进一步更加深入地和机器学习应用结合是研究者应该考虑的。

在以往的在线优化的研究[19]一般是针对单个参与者和环境的交互来进行的，很

少有研究多个参与者的情况。实际上，这正是博弈论研究的问题。

1.2.在线优化和博弈论结合的原因和意义（引言）

我们强调，在线优化与其说是一个研究领域，不如说是一个工具，可以应用于不

同领域。这些领域具备以下一个或几个特质：改变的环境，信息不可知，近似最优，

或者要求鲁棒性高的情况。这些特质恰好在不同类型的博弈中有所体现，比如“不完

全信息的静态重复博弈”就是收益矩阵在改变，未来的收益矩阵信息不知道；比如“不

完美信息的动态博弈”就是过去的动作信息不知道；在这两种博弈中，我们都希望采

用的决策方案可以达到近似最优，而在线优化就能解决这一点。而对于一般的博弈的

均衡求解，在线优化则可以求得近似纳什均衡或者更加宽松的均衡。

因此理论方面，在线优化可以很好地和博弈论中重复博弈、不完全信息博弈、甚

至动态博弈、不完美信息博弈结合。此外，对于实际应用方面，2018 年[18]将 OMD

算法来训练WGAN可以有效解决 GAN训练过程中循环的现象，17年基于 CFR算法，

文章[21]解决了两人有限注德州扑克的问题，都是在线优化在博弈问题中的具体应用。



上面描述的是将在线优化运用到博弈场景中，但实际上在线优化也可以看做是算

法和环境（或者说到来的数据、信息）两者之间的博弈，因此博弈也可以运用到在线

优化中。这方面的主要成就是姚期智先生提出的 Yao's principle，它刻画了随机算法的

性能下界。随机算法的意思是当数据到来时，以一定的概率选择一堆确定型算法的一

种，相当于只有在数据到来时我们才确定最终采用的算法，因此随机算法本身就包含

了在线的设定。Yao's principle将随机算法看做是算法选择者和数据之间的博弈，用博

弈论中经典的、由冯诺依曼提出的极大极小值原理证明了随机算法在最坏的数据分布

的情况下期望性能差于在任意数据分布上期望性能最好的确定型算法。除此之外，也

存在一些研究者研究涉及到多个个体的在线优化算法，此时博弈论中的纳什社会福利

便作为指标衡量不同在线优化算法的性能。

总的来说，一方面，在线优化主要关注单个个体在信息受限情况下的决策，而博

弈论的设置通常为多个个体和信息受限。因此在线优化为博弈论提供了研究工具，使

得信息受限的博弈场景能够被研究和解决，沿用的在线优化算法不仅为单个个体的决

策提供了解决方案，也确保了在所有个体都采用在线优化算法的情境下能达到更加宽

松的均衡；另一方面，沿用在线优化的设置，新的类型的博弈也在不断出现。在线优

化也可以看做是算法和环境（或者说到来的数据、信息）两者之间的博弈，博弈论中

的一些指标比如纳什社会福利也反馈了在线优化的研究。但是将在线优化运用到博弈

论的工作远远比将博弈论运用到在线优化的工作多，因此一方面本文的介绍将侧重于

将在线优化运用到博弈论中，另一方面也指明将博弈论的方法应用到在线优化是一个

还未充分发掘的方向。

2. 研究现状

接下来，介绍 2021~2023年理论计算机顶会 STOC、FOCS、SODA，机器学习顶

会 NIPS、ICML、ICLR，学习理论顶会 COLT，运筹学顶会 OR还有WWW、AAAI、

EC等顶会绝大部分关于在线优化和博弈论结合的研究，希望能给读者提供一个领域

概览。



2.1.求解更宽松的的均衡

在博弈中，纯策略纳什均衡（Pure Nash Equilibria，PNE）不一定存在；但是混合

策略纳什均衡（Mixed Nash Equilibria，MNE）一定存在。但可惜的是，MNE通常难

以求解——对两人非零和博弈来说，求解纳什均衡已经是 PPAD完全问题了，目前不

存在多项式的解法；多人博弈的纳什均衡求解更为困难。因此，越来越多的研究转向

可高效求解的均衡概念，比如相关均衡（Correlated Equilibria，CE）、粗相关均衡（Coarse

Correlated Equilibria，CCE），或者近似求解纳什均衡。

而在线优化（或者说 No-Regret Algorithm）可以用来计算 CE、CCE。No-Regret

Dynamics 收敛性定理讲的就是从在线优化得到 CCE 过程：每个智能体都采用

No-Regret算法（比如 1.1.2中介绍的 Hedge，在线镜像梯度下降等），那么历史平均

策略收敛到 CCE。其中 No-Regret算法指的是 Regret为 o(T)，对于每个智能体意味着

算法的长期平均结果收敛于最优解。类似的，对于相关均衡（CE），每个智能体使用

No-Swap-Regret Algorithm（NSRA）算法，那么历史平均策略收敛到 CE。而 NSRA

可以由 n个 No-External-Regret算法（Hedge）和一个 master算法得到。

现在我们通过在博弈论场景中引入在线优化的技术，求得了比纳什均衡更加宽松

的均衡——近似纳什均衡、CE、CCE。但在上述求解过程中，每个智能体付出的代价

是长时间运行一个在线优化算法直至 regret足够小，自然而然接下来的一个目标是，

我们能不能加快这个收敛的过程？拿 CCE举个例子：如果每个参与者使用 Hedge，那

么对于参与者来说，Regret是 O( T)；此时博弈以 O( 1/T)的速率收敛于 CCE。我们

可以让参与者使用特殊的算法，进而在特定场景下收敛速度更快。NIPS 21的文章[2]

便证明了在多参与者的 general-sum 博弈中，假设每个参与者使用 Optimistic Hedge

算法（更关注临近时间信息的 Hedge 变体），那么每个参与者的 Regret是 Poly(log T)；

此时博弈以 O(1/T)加一个 log量的速率收敛于 CCE。类似的研究还有 NIPS 15的文章

[3]。

类似于上面对 CCE收敛速率的提升，在 STOC 22的文章[7]中作者们开发了算法

使得博弈以 O(1/T)加一个 log量的速率收敛于 CE。理论上这些研究都可以被改进，因

为还没有研究指出在线优化算法求解均衡的最佳速率是多少。

除了 CCE和 CE 外，还有针对近似 NE 的研究：ICML 22的文章[17]作者们发现

除了零和博弈外的几类博弈问题比如 constant-sum polymatrix games 和 strategically



zero-sum games，当所有参与者采用 optimistic mirror descent (OMD)算法，博弈将收敛

于一个近似纳什均衡。其中近似纳什均衡的定义如下，直观上说就是任意一个用户逃

离当前策略能获得最大新增效用不超过ε。

上面的例子展示了使用在博弈论中使用在线优化算法可能可以得到更紧的纳什均

衡的近似系数，但其实在线优化并不是必要的。比如在 AAAI 22的文章[10]作者们则

研究了一个特定的博弈问题叫做 multi-leader single-follower congestion game （多个用

户(领导者)每个从一组资源中选择一个资源；在观察到已实现的负载后，敌手(单追随

者)攻击具有最大负载的资源，从而给领导者们造成额外的成本），这里面就没有用到

在线优化算法，但却得到更紧的纳什均衡的近似系数。作者们首先证明了在这个博弈

中纯策略纳什均衡可能不存在（通过设计一个特定的博弈例子，枚举纯策略纳什均衡

点可能的每个位置，说明在每个位置上用户都有动机逃离这个点进而这个点不稳定）。

因此就有必要研究近似纳什均衡。其中近似纳什均衡的定义如下，直观上说就是任意

一个用户逃离当前策略所新付出的代价至少是原代价的 1/α倍。

值得注意的是，这里的近似是“乘性”的，而上面截图中对 CCE的近似都是“加

性”的。而作者给出的理由是在本文的博弈中，由于各个量未曾归一化，所以使用“加

性”近似是不合理的。进一步，作者给出了此博弈的紧的近似比：α=1.1974，这个系

数是 的唯一解。更进一步，作者给出了得到这个近似纯策略纳什均

衡的一个算法，且多项式时间的。无论在理论（系数是紧的）和应用（算法多项式时

间）作者都给出了令人满意的结论。

OR 22的文章[10]作者们研究了重复折扣博弈的情况下，每个智能体的损失是向量

的情况，提出了一种近似动态规划技术来使得智能体近似最优策略且此时损失得到理

论保证，此算法在实际环境中优于 Hedge。



以上的研究都可以归类于“加速”，是一种典型的在线优化和博弈做结合的研究

思路——改进以往的理论结果，使得 CE、CCE的收敛更加快速或者近似 NE的系数

更小。这种工作主要依靠在线优化技术的发展，从而能在博弈的场景下证明更好的结

果。

另一类工作是将在线优化中的典型场景，比如环境变化迁移到博弈中，形成新的

博弈问题，见 2.2。

2.2.求解不完全信息的静态重复博弈

上面一节求解 CCE过程中，我们设定收益矩阵对于所有时刻是不变的。实际上这

一类的研究大都遵循一下思路——设计一个能让所有参与者的 individual regret 较小

的在线算法，同时让最终得到博弈结果尽可能接近纳什均衡。

但如果我们类似于在线优化算法中，假定收益矩阵是随时间变化的呢？此时同样

地最小化所有参与者的 individual regret会带来类似CCE的结果么？ICML 19的文章[1]

便证明了在二人零和博弈中，最小化两个人的 individual regret和博弈收敛到纳什均衡

点不可能同时存在！具体定理如下：

从上面的定理来看，在不完全信息的静态重复博弈中，每个参与者使用在线优化

算法来最小化 individual regret似乎不是一个好的选择。但周志华等人在 ICML22的文

章[4]指出上面文章用于衡量最终结果和纳什均衡之间的差距的指标——NE-Regret存

在缺陷。他们构造了一个反例指出在此种输下，两个参与者每轮都达到单轮的纳什均

衡，最终得到的 NE-Regret 线性正比于 T。接着他们提出一个更合理的指标 dynamic

NE-regret，表示如下：



和上面图中的差别仅在于将 min_max移到了求和内部。最后作者类似于 2.1中求

CE 的算法构造了叠加在一组基础算法之上的一个元学习算法，使得两个参与者的

individual regret和 dynamic NE-regret都达到了 o(T)。

上面的例子是一种典型的在线优化和博弈做结合的研究——对于新的博弈场景，

提出新的、更合理的 Regret指标，再去针对此 Regret指标设计在线优化算法。

上面的研究将引入在线优化到博弈论中的原因是未来收益矩阵不可知，这是一种

不完全信息，还有存在另一种不完全信息的情况是每个智能体收到的反馈信息存在噪

声，此时我们就能使用在线优化算法的高鲁棒性来对抗这种噪声了。ICML 20文章[12]

在一类特殊的博弈——λ-cocoercive博弈中，研究了反馈信息（效用梯度）存在噪声

的情况，给出这种情况下 last-iterate 的定性和定量的结果。文章[13]也进行了类似的

研究：反馈信息（这里指效用梯度）存在噪声的情况下（包括“乘性”和“加性”噪

声），通过让每个个体采用特定的 no-regret算法（optimistic gradient scheme with learning

rate separation）的博弈更快收敛、且不需要先验知识。

介于2.1中提到的收益矩阵对于所有时刻是不变的和 2.2中提到的收益矩阵对于所

有时刻是变化的中间环境——零和重复博弈，但是收益矩阵是周期性变化的，NIPS 21

的文章[15]便证明了在这种设置下，每个智能体使用在线优化算法在 time-average 意

义上可能不收敛！其中使用的分析技术涉及到了动力系统、常微分方程的使用。

2.3.在线优化与公平性

在大多数在线优化与博弈论的研究中，在线优化被看做是一种技术。但实际上，

博弈论中的一些概念特别是公平性也反哺了在线优化的研究。比如在 SODA 22 的文

章[5]中，纳什社会福利（Nash social welfare，NSW）被当做优化指标。作者们希望在

在线分配物品给 N个参与者的过程中，最大化关于 NSW的竞争比。作者首先证明了

没有在线优化的算法可以达到 O(N)的竞争比。接着作者结合预测的思路，证明了如

果告诉参与者它将获得的总物品价值的预测，那么运行提出的算法后，当在这种预测

是准确时，NSW将达到 O(log N)和 O(log T)的竞争比并且是紧的。且算法对预测误差

鲁棒。



上面的例子是典型的在线优化的研究——指出针对某类问题的某个指标理论上界，

证明提出的算法到达了此上界（于是此算法是 tight的，这个问题也被 solved了）。

值得指出的是，NSW是在博弈论的研究中提出的，可以兼顾效率和公平性。这里

被用作优化的指标，同时 NSW也在一些计算机网络的流量控制、拥塞控制的文章中

被使用，这里就不赘述了。

2.4.研究重复博弈的最终状态(last iterate)

前面 2.1 中我们提到的 No-Regret Dynamics 收敛性定理讲的是从在线优化得到

CCE过程：每个智能体都采用No-Regret算法，那么历史平均策略（这叫 averaged iterate）

收敛到 CCE。实际上，这些智能体采用的最终策略可能不是任何一个运行过的策略，

而是所有历史策略的平均，也就是说，最终策略可能是一个从来没运行过的、存在于

虚空的策略。在理想情况下，智能体的策略会随时间慢慢收敛，那么智能体后期采用

的策略就类似于最终的平均策略。但是在所有情况下，当博弈进行到后期，参与者真

的会采用近似于历史平均的策略么？答案是否定的。

ICML 22的文章[17]指出一类 No-Regret算法（比如镜像下降）当被所有参与者采

用时，最终会出现循环甚至混乱的行为。其原因是某个参与者的历史平均策略不代表

他最终状态采用的策略！

实际上，从在线优化推导到 CE、CCE的过程中，我们还有很多问题没有考虑：1.

假设不同参与者使用不同更新策略的方法呢？2. 不再是静态重复博弈，而不完美信息

动态博弈？3. 到达均衡的效率？和最大社会福利之间的差距？

ICML 22的文章[17]作者们主要将 OMD（optimistic mirror descent）算法应用于不

同情景的博弈，部分给出了以上几个问题的答案。



其中对于 general-sum game 中的循环的行为，作者们用均衡的效率来考虑。而作

者证明了每个参与者使用 OMD时，要么博弈收敛到ε-approximate NE，要么以ε的

平方的量超出 PoA 。因此我们使用 OMD 的话就能有效解决博弈最终状态中循环的

行为。

COLT 21文章[11]研究了类似的问题，在所有稳定博弈（包括所有 monotone games

和 convex-concave zero-sum games）的情景下，所有参与者采用作者提出的一类基于

OMD的 adaptive、no-regret 策略的话，将得到 O(1)的 social regret和 individual regret，

且在 last iterate的意义下收敛于纳什均衡。特别地，ICLR18文章[18]指出将 OMD算

法来训练WGAN可以有效解决 GAN训练过程中循环的现象，而这是实际中机器学习

的主流优化算法——梯度下降法无法做到的。这说明了在线优化算法不仅仅只是对传

统优化算法的增量式改进，而的确在一些方面能够解决传统优化算法无法处理的情况。

但 ICML 20文章[12]指出在一类特殊的博弈——λ-cocoercive博弈中，使用在线

梯度下降也不会出现 last iterate不收敛的情况。具体来说，作者们修改了标准的在线

梯度下降，采用了 adaptive的思想使得算法可以在不知道博弈的先验知识（前面的λ）

的情况下运行。除此之外，作者还研究了反馈信息中的梯度存在噪声的情况，并给出

这种情况下 last-iterate的定性和定量的结果。

上述研究可以分为两类：研究博弈场景中采用在线优化算法的智能体在 averaged

iterate和 last iterate意义下的算法的收敛性和收敛速度，结论通常是“averaged iterate

意义下算法性能表现极好”或是“averaged iterate处理不了的情况中，采用 last iterate

意义下的算法性能表现极好”。看上去似乎从 last iterate 要比 averaged iterate 角度设

计的在线最优算法好，但是鲜有人真正严格比较 averaged iterate 和 last iterate 意义算

法在同一个问题上的收敛性和收敛速度。在 COLT 20的文章[28]作者们则在一类叫做

Smooth Convex-Concave Saddle Point Problems的问题上说明了采用 Extragradient (EG)

algorithm时，last iterate和 averaged iterate意义下都能收敛，但是 averaged iterate至少

是 last iterate 收敛速度的平方量级那么快！具体来说，Convex-Concave Saddle Point

Problems 指的是一类基础的博弈问题（形式化： ），其中 f(x,y)对于 x

是凸函数，对于 y来说是凹函数。这个设定是很通用的，比如 GAN 的目标函数就满

足这一点。而 Smooth指的是 f(x,y)的一阶导数和二阶导数都不是无穷值。Extragradient

(EG)则是普通的梯度下降法的改进版（GD），采用 EG而不是 GD的原因是已经在理



论和实际中验证了当 x 和 y 两方都采用 GD 时，last iterate 意义下算法无法收敛。而

EG则可以在 last iterate意义下以及 averaged iterate意义下都能收敛。EG（Extragradient）

算法如下图所示：

COLT 20 的文章[28]作者们首先证明了 EG 在 last iterate 意义下的收敛速度就是

O( 1/T)，这是通过首先证明 EG 的收敛速度快于 O( 1/T)，然后再证明 EG的收敛

速度慢于 O( 1/T)。接着证明 EG的 averaged iterate意义下收敛速度小于 O(1/T)，于

是便说明了采用 EG的历史平均策略（averaged iterate）的收敛速度是 EG的实际策略

（last iterate）平方量级。这个反直觉的结论作者也没能说明背后真正的机理。其实除

此之外，我认为这份工作并没有标题写的那么厉害，因为它只在 EG这种算法上验证

了历史平均策略比实际策略快，对于哪些算法满足这个结论、哪些不满足、算法的共

性之类地都还留待探究。作者也指明了未来的一些研究方向：对于目标函数

Nonconvex-Nonconcave已经有实验（包括在大规模 GAN中）验证 averaged iterate 是

对收敛性有帮助的，但是这是一个很困难的理论研究问题。

2.5.求解不完美信息的动态博弈

NIPS 07文章[20]将遗憾定义在信息集上，定义了反事实遗憾，展示了如何最小化

反事实遗憾从而最小化整体遗憾，因此在自我博弈中可以用来计算纳什均衡。从而给

出了对扩展式博弈、不完美信息博弈的一个解决方案。基于上面给出的 CFR算法，

Science 17文章[21]解决了两人有限注德州扑克的问题。

尽管 CFR 算法取得了极大的成功，但是 CFR 的收敛性仅在 time-average 的意义

下成立，而非 last-iterate。NIPS 21的文章[9]研究了扩展式博弈（不完美信息的动态博

弈）中 last-iterate 的情况，具体来说，对于零和扩展式博弈，使用一些 optimistic

regret-minimization 算法，将可以在 last-iterate意义上收敛，并且某些情况下速度速度

为指数级。



2.6.机制设计

WWW 22文章[8] 研究了在一价拍卖中，玩家通过在线优化的方法来出价。具体

来说，一个物品，N 个人对物品的估值不变，每个人运行一个在线优化算法（满足

mean-based 性质的算法，例如 greedy(follow the leader)、epsilon-greedy、MWU），拍

卖进行无穷轮。那从 time-average和 last-iterate的角度看，最终会达到一个均衡么？

作者的答案为取决于 N个人中对物品的估值最高的人数：当最高估值人数大于等

于 3，拍卖将在 time-average和 last-iterate收敛于纳什均衡。当最高估值人数等于 2，

拍卖将在 time-average 的意义下收敛于纳什均衡，而 last-iterate 的意义下则不一定。

当最高估值人数等于 1，拍卖将在 time-average和 last-iterate的意义下都不收敛于纳什

均衡。

上面的研究的重点实际上是多次重复拍卖的环境下的均衡。只不过将常见的在线

优化算法迁移到拍卖的情景下研究，并未涉及到最大社会福利、诚实出价等。

SODA 21的文章[23]研究了在线环境下的组合拍卖的设定下，如何最大化社会福

利。此处在线的设定是每天都有一些新的物品到达，且每个物品都有一个保质期，我

们必须要在保质期前卖出这些物品。组合拍卖指的是竞价人可以对多种商品的组合进

行竞价的拍卖方式。这篇文章就研究了 submodular 和XOS两种组合拍卖的情况下（定

义如下）社会福利最大化的竞争比。submodular的情况作者设计了在线拍卖算法，给

出了 O(log m)的竞争比，对于其中贝叶斯的设定给出了 O(1)的竞争比；XOS的情况作

者给出了 o((m/log m)1/3)的竞争比下界，m是物品的总数。

2.7.复杂性与可学性理论

正如我们前面提到的：“如果每个参与者使用 Hedge，那么对于参与者来说，Regret

是 O( T)；此时博弈以 O( 1/T)的速率收敛于 CCE。”Hedge（也叫 randomized weighted

majority (RWM)、Multiplicative Weights Update）是最经典的在线优化算法。与开发新

的算法不同，SODA 23的文章[24]作者们研究了 Hedge算法的效率——因为 Hedge要

对所有动作维持一个分数，在经济领域，动作空间是指数级的，这便限制了 Hedge的

实用性。但是作者们发现，对于一大类被称作结构化的博弈（structured game）中，



其实可以通过对动作空间采样得到一个高效率的 no-regret 算法——采样的时间为

polylogarithmic（多项式加一个 log因子），从而解决一大类问题——比如 (discrete)

Colonel Blotto game，matroid congestion， matroid security，和 basic dueling game。

COLT 21的文章[25]作者们说明了在矩阵式博弈中进行学习（包括在线学习）可

能是任意复杂度的。复制因子动力学（replicator dynamics），即对 hedge算法的连续

时间模拟，即使应用于非常有限的一类博弈（有限矩阵博弈），也能够近似任意的动

力系统。他们的结论展示了机器学习中几乎无限的动态建模能力，但也有消极的意味，

意味着这些能力可能以可解释性为代价。

COLT 21的文章[26]作者们研究了在线学习能学到什么样概念类、学到什么程度，

且推广了冯诺依曼的极大极小定理。

3. 分析总结

3.1.已有方案分析

因为求解一般的两、三、四人博弈纳什均衡均是 PPAD Hard问题，越来越多的研

究转向可高效求解的均衡概念，比如 CE、CCE、或者近似纳什均衡。这类工作属于

增量型，主要关注提出更好的在线优化技术，使得 CE、CCE的收敛更加快速或者近

似 NE的系数更小。但是如果提出的算法到达了此问题的理论上下界（于是此算法是

tight的），也意味着这个问题也被 solved了，那这就是一个很深刻的结果——因为提

出的在线优化算法可能反映出了问题的本质，启发性更大。

吸收了在线优化的设定，很多人转而研究在新的博弈场景下（比如收益矩阵是随

时间变化的、收益矩阵是周期性变化的、不完美信息的动态博弈），提出新的、更合

理的 Regret 指标（比如 Counterfactual Regret），再去针对此 Regret 指标设计在线优

化算法，最终使得每个智能体最小化自身遗憾的同时，博弈也达到均衡。这类工作属

于开创型，对在线优化算法的理论性能要求不那么高，研究的重点主要在指出研究方

向（最小化提出的指标）。

上面研究的问题在于，虽然历史平均策略收敛到某个均衡，但博弈进行到后期，

参与者不一定会采用近似于历史平均的策略。博弈可能会出现循环甚至混乱的行为。

这里一大类研究就是提出可以让博弈在 last iterate 意义下收敛的在线优化算法。同样

的更快的收敛速度也是研究者追求的。此外，还有研究关注相同算法算法在 averaged



iterate 和 last iterate 意义在同一个问题上的收敛性和收敛速度，理论和实验中都观察

到在一些情况中 average操作有利于加速收敛。

博弈中有一些很好的概念可能是在线优化的研究者未曾关注到的，比如兼顾了效

率和公平的纳什社会福利（Nash social welfare，NSW）。研究者就要在各种在线问题

中最大化关于 NSW的竞争比。这类工作属于在线优化的传统思路——最大化或者最

小化某个指标的竞争比。

吸收了在线优化的设定，机制设计也会出现新变化。比如无限轮拍卖会收敛么？

在线的设定下，社会福利的竞争比最大为多少？用户能否诚实出价？这些机制设计的

经典问题也会在在线的场景出现，这方面研究结果还不那么丰富。

此外，因为在线优化属于机器学习理论领域，自然有着针对在线优化算法的改进

——采样、可学性、复杂度等，这类研究属于将机器学习理论的传统范式迁移到博弈

场景中的在线优化算法中来，需要艰深广博的机器学习理论基础知识和高深的数学技

巧，在研究难度上比前面的主题高一个层次，且抽象程度更大而应用可能性更低，属

于真正的原理方面的研究。

3.2.总结

因为在线优化可以归类于机器学习理论，博弈论可以归类于理论计算机或者运筹

学或者经济学。因此运筹学、经济学、数学、机器学习应用的研究者和机器学习理论

的研究者都会或多或少关注在线优化和博弈论。不同领域的学者关注的问题也各有偏

重（比如经济学家注重博弈的现实场景和定性结果，机器学习应用研究者关注博弈场

景中在线优化的收敛速度和实际数据集上的表现，机器学习理论研究者关注博弈论和

在线优化的统一模型的泛化性，运筹学者关注博弈论和在线优化的实际解和最优解之

间的距离），研究思路也有区别，使用到的数学工具种类繁多。

总的来说，在线优化和博弈论的结合可以是非常紧密的，近年来也不断涌现出新

的成果，是一个理论艰深但飞速发展的领域。一方面，在线优化为博弈论提供了研究

工具，使得更加宽松的博弈能被达到；另一方面，沿用在线优化的设置，新的类型的

博弈也在不断出现；而博弈论中的一些指标比如纳什社会福利也反馈了在线优化的研

究。除了之外，还有研究者从传统机器学习理论的角度研究博弈论和在线优化的结合，

在这部分研究中，博弈论和在线优化被统一到一种模型中，从而可以从采样、可学性、

复杂度、泛化性等角度研究这个模型。



4. 展望

接下来我将从信息分发角度试图将在线优化和博弈论统一到同一个决策框架下。

在线优化中每个时间段单个个体会收到部分信息，个体直到最后一刻或者永远也不会

知道全部信息，也就是信息在时间上存在断裂。博弈论中每个个体会收到部分信息，

大部分现实情况中（不完全信息静态博弈），每个个体收到的信息没有重合且没有个

体知道全部信息。如果将每个个体掌握的信息看做拼块，那么大部分现实情况中每个

个体的拼块都是不同的，各个个体的拼块组合起来才是完整的拼图，也就是信息在空

间上存在断裂。在线算法和博弈论这两种方法就是分别研究信息在时间和空间存在断

裂时如何决策的方法。值得说明的是，当信息全部已知的情况下进行决策，就是传统

的“优化”的研究内容，这个领域虽仍有一些问题没能解决（比如说非凸问题），但

已存在一些令人满意的解决方案（梯度下降法、遗传算法等）。

下面是我画的示意图，左侧是最基础的在线优化的设定（单个人，序列决策，存

在未知信息），右侧是博弈论中的主流范式（多个人，同时做决策，可以进行多轮但

是每个人掌握的信息不同）：

在如今以模式识别技术为代表的的感知方向已经充分发展的前提下，机器学习未

来的研究热点当属于决策方向，在线优化和博弈论就对应着决策中两种核心范式（不

确定性决策、多智能体决策）的解决方案，更加重要的是，在线优化和博弈论的 regret

和 price of anarchy都描绘了算法的解和理论的最优解之间的距离，因此这两种方案给

出的决策结论是有性能保证的。这种性能保证类似于一种对决策的有根据的解释，而



这是深度学习无法给出的。因此，我认为，为了发展可信的决策技术，在线优化和博

弈论是绝对无法绕开的研究领域。

在线优化和博弈论两者都是 worst-case 的考虑观点（在线优化中假设环境会和算

法对着干、博弈论中假设对手足够聪明），因此在线优化和博弈论给出的决策都偏“保

守”，虽有性能保证，但往往实际效果远低于理想情况。如何平衡性能保证和实际效

果的比重是在线优化和博弈论两个研究领域以及其交叉领域的未来研究趋势。

除此之外，尽管在线优化和博弈论给出的理论结果似乎很强大，但是这是建立在

对现实情况进行精细的建模的基础上的，而且建模的结果应该比较简洁清晰，否则研

究者便无法进行研究。因此在线优化和博弈论的融合通常发生在简单情景，无法直接

进一步应用于复杂的现实情况。但深度学习恰恰相反，深度学习的核心在于将对复杂

的现实情况的建模交由神经网络完成，但是建模的结果人类还无法理解。因此将在线

优化和博弈论结合进而改进深度学习是一个研究方向，如何使获得的深度学习方法具

备在线优化和博弈论类似的的性能保证是研究的难点，也是未来的研究方向。

总结来说，决策是未来机器学习的研究热点和主流研究方向。为了获得更加可信

的决策方案，在线优化和博弈论是研究的必经路线。如何克服在线优化和博弈论偏保

守的决策结果是未来这两个领域的研究趋势。而将深度学习和在线优化和博弈论相结

合从而得到性能更佳且有理论保证的深度学习技术是未来的一个研究方向。
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